IX OMCC, Venezuela, 2007

Problemas propuestos

1. La OMCC es una competencia anual de matematicas. En el 2007 se lleva
a cabo la novena olimpiada. jPara cudles enteros positivos n se cumple que n
divide al ano en que se realiza la n-ésima olimpiada?

2. Sea ABC un triangulo, D y E puntos en los lados AC'y AB, respectivamente,
tales que las rectas BD, C'E y la la bisectriz que parte de A concurren en un
punto P interior al tridngulo. Demuestre que hay una circunferencia tangente a
los cuatro lados del cuadrilatero ADPE siy solo si AB = AC.

3. Sea S un conjunto finito de nimeros enteros. Suponga que para cualquier par
de elementos p, g de S, con p # ¢, hay elementos a, b, ¢ de S, no necesariamente
diferentes entre si, con a # 0, de manera que el polinomio F(z) = ax? + bx + ¢
cumple que F(p) = F(q) = 0. Determine el maximo ntimero de elementos que
puede tener el conjunto S.

4. Los habitantes de cierta isla hablan un idioma en el cual todas las palabras
se pueden escribir con las siguientes letras: a, b, ¢, d, e, f y g. Se dice que una
palabra produce a otra si se puede llegar de la primera a la segunda aplicando
una o méas veces cualquiera de las siguientes reglas:

1. Cambiar una letra por dos letras de acuerdo a las siguientes regla:
a—=bc,b—cd, c—de,d—ef, e— fg, f — ga, g — ab.

2. Si se encuentran dos letras iguales rodeando a otra, ellas se pueden quitar.
Ejemplo: dfd — f.

Por ejemplo, cafcd produce a bfed, porque
cafed — cbefed — bfcd.

Demuestre que en esta isla toda palabra produce a cualquier otra palabra.

5. Dados dos ntimeros enteros no negativos m, n, con m > n, se dird que m
termina en n si es posible borrar algunos digitos de izquierda a derecha de m



para obtener n. Por ejemplo, 329 termina en 9 y en 29, Ginicamente. Determine
cuantos nimeros de tres digitos terminan en el producto de sus digitos.

6. Desde un punto P exterior a una circunferencia S se trazan tangentes que la
tocan en A y B. Sea M el punto medio de AB. La mediatriz de AM corta a S
en C (interior al AABP), la recta AC corta a la recta PM en G, y la recta PM
corta a S en el punto D exterior al tridngulo AABP. Si BD||AC, demuestre
que G es el punto donde concurren las medianas del AABP.

Soluciones

1. Sea a(n) el aflo en que se realiza la n-ésima olimpiada. Entonces se tiene
que a(n) = 1998 4+ n, por lo que n divide a a(n) si y sdlo si n divide a 1998. Por
lo tanto los m que cumplen con la condicién son los divisores de 1998, y como
1998 = 2- 33 - 37 se tienen (1+1)(3 +1)(1 + 1) = 16 valores posibles de n: 1, 2,
3,6,9,18, 27, 37, 54, 74, 111, 222, 333, 666, 999 y 1998.

2. En primer lugar, supongase que ADPE es circunscribible. Sea O el centro
del circulo inscrito en ADBE. Ya que este punto O es equidistante de AE y
AD, debe pertenecer a la bisectriz de ZDAF, es decir, a la linea AP. De esta
forma, PO seré entonces la bisectriz del angulo ZDPFE, de donde los tridngulos
APD y APFE son congruentes. Ahora, notese que los tridngulos APB y APC
comparten el lado AP, que £ BAP = LC AP por ser AP bisectris de ZDAE
y que L BPA = 180° — {DPA = 180° — LEFPA = LCPA. Asi, los tridngulos
APB y APC son congruentes, de donde AB = AC.

Ahora, suponiendo que AB = AC, el tridngulo tendra como eje de simetria
la bisectriz AP, lo que permite afirmar inmediatamente que los tridngulos APD
y APFE son congruentes, por lo que AE+ DP = AD + EP, la condicién basica
sobre las longitudes de los lados de un cuadrilatero circunscribible.

3. Se demostrard que el maximo nimero de elementos que puede tener S
es tres. En primer lugar, se mostrard un conjunto de tres elementos con la
propiedad pedida, el conjunto S = {—1, 0, 1}. Para esto, nétese que el polinomio
122 +0z+(—1) tiene coeficientes en S y raices —1, 1; el polinomio 122+ (—1)z+0
tiene coeficientes en S raices 0, 1; el polinomio 122 + 1z + 0 tiene coeficientes
en S y raices —1, 0. Asi, el conjunto S dado cumple la condicion.

En segundo lugar, se mostrara que el conjunto no puede tener mas de tres
elementos. Procediendo por contradiccion, supéngase que el conjunto S tiene al
menos dos elementos con valor absoluto mayor que 1, sean p, q los dos elementos
con mayor valor absoluto en el conjunto (con |p| > |q|). Segin las condiciones del
problema, existen A, B, C'en S, con A # 0, tales que el polinomio Az?+ Bz +C
tiene raices p, q. Segun las formulas de Vieta, debe cumplirse que Apg = C, de
donde |C| = |Al|p|lq| > 2|p| > |p|, lo que contradice la hipétesis de tener a p, g
como los elementos con mayor valor absoluto en el conjunto. De esta forma,
solamente podria encontrarse un elemento en el conjunto con valor absoluto
mayor que 1, de donde la mayor cantidad de elementos que podria tener el



conjunto serd cuatro, siento estos —1, 0, 1, n para algin n entero con valor
absoluto mayor que 1. Si n es positivo, el coeficiente del término lineal en el
polinomio que tenga raices 1 y n debe tener valor absoluto mayor o igual que n+
1, contradiccién. Lo mismo sucedera si n es negativo, considerando el coeficiente
del término lineal en el polinomio con raices —1 y n. De esta forma, no es posible
que el conjunto buscado tenga cuatro elementos. Se concluye asi que el méximo
posible es tres elementos.

4. Usaremos la notaciéon —— para indicar que una palabra produce a otra.
Observemos que a — bc — cde — d y por lo tanto a —— d. Anélogamente
d—=>—g,9g >—=>c¢c—>— f, f >—=bb—>—¢eye—— a Por lo tanto,
cada letra produce a cualquier otra. Esto significa que cualquier palabra de n
letras, cambiando ordenadamente cada una de sus letras en a, produce la palabra
formada por n letras a. Suponiendo que n es impar, aplicando la segunda regla
a la palabra original, podemos llevarla facilmente a la palabra formada por
una sola a. Si n es par, entonces es claro que la palabra original produce la
palabra aa, eliminando letras de dos en dos. Pero como a produce g, se tiene
aa —— ga — aba — b —— a.

Ahora observemos que las reglas dadas son reversibles, lo cual asegurara que
la palabra a produce cualquier otra palabra. En efecto,

bc —-— bg — bab — a,

y analogamente para las demas instancias de la primera regla.
Ademas, f —-— b = cd — ded —— dfd y anélogamente para las demas
instancias de la segunda regla.

5. Notese que si el numero termina en 0, entonces el producto de sus digitos
es también 0 y por lo tanto cumple la condicién de terminar en el producto de
sus digitos. De esta forma, todos los nimeros de tres digitos que terminan en 0
cumplen la condicién, 90 ntimeros en total.

Supéngase ahora que el nimero buscado es de la forma abc, con ¢ # 0. Se
busca que abe = ¢ o que abc = be.

En el primer caso, abc = ¢, cancelando ¢ en los dos lados (que es posible
porque ¢ # 0) se tiene ab = 1, de donde a = b = 1. En total existen diez
nimeros de tres digitos con @ = b = 1, pero uno de ellos ya fue contado (110),
por lo que solamente se agregan 9 posibles ntimeros que cumplen la condicién.

En el segundo caso, abc = be se puede escribir como abe = 10b+ ¢, de donde
se tiene automaéaticamente que a # 0 y b # 0, ademés de b | 10b + ¢ que implica
b | c. En la misma forma se puede obtener ¢ | 10b, por lo que las posibles parejas
(b, ¢) se reducen a (1, 1), (1, 2), (1, 5), (2, 2), (2, 4), (3, 3), (3, 6), (4, 4), (4, 8),
(5,5), (6,6), (7,7), (8 8), (9,9). De estas parejas, los tinicos ntimeros que se
pueden construir segin las condiciones del problema son 612, 315, 324 y 236. Se
obtiene de esta forma 4 posibilidades maés.

Sumando todas las cantidades obtenidas, el total de ntumeros de tres digitos
que terminan en el producto de sus digitos es 90 + 9 + 4 = 103.



6. El AAMG es rectangulo, por lo que la mediatriz de AM corta a la hipotenusa
en el circuncentro C' del triangulo, por lo que CA = CG. Por simetria, si E es
la intersecciéon de BG con S, se tendra que EG = EB = AC.

Como AG||BD y M es punto medio de AB, se observa que los tridngulos
rectangulos AAMG y ABM D son congruentes, por lo que AG = BD, y por
simetria AG = BG, asi BD = BG. Si F es la interseccion de AG con BP, usando
nuevamente el paralelismo anterior /BGF = Z/DBE, y por dngulo semi-inscrito
/FBG = /BDE. Luego, por criterio ALA | los triAngulos ABDE y ABGF
son congruentes, por lo que GF' = BE.

Asi, en el AABP, se tiene que G es punto sobre la mediana PM tal que AG =
2G'F, se puede concluir casi inmediatamente que G es en efecto el baricentro,
una manera de argumentarlo es por contradiccion, suponiendo G’ (distinto de
@) el baricentro de AABP, ubicado sobre PM y tal que AG' = 2G'F’ (F’' la
interseccion de AG’ con BP), de donde se concluiria por el reciproco de Thales
que GG'||FF’, es decir MP||BP, lo cual es contradictorio. Otra manera de
argumentarlo es aplicando Menelao al AABF con los puntos alineados P, G y

M, quedaria:
_ BPFGAM  BP

~ PFGAMB 2PF’
Por lo que F es punto medio de BP y de alli el resultado.



