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Problema 4

El producto de varios nimeros enteros mayores que 0 y distantre si, es mdltiplo de006/2.
Determine el menor valor que puede tomar la suma de esos osimer

Solucién
Primero notamos qu2006D 2 17 59, entoncef006 D 2° 177 5%.

A cada conjunto que cumple las condiciones del enunciadbgutala suma de sus elementos es ese
menor valor, lo llamaremos wonjunto minimo

Primero veremos que cadanjunto minimdiene 6 0 menos elementos.

Consideremos un conjunto minimo cualquiera. Marcamosnalgule sus elementos siguiendo los
siguientes pasos:

(a) Primero marcamos o bien dos elementos mdltiplos de 2,edamento multiplo de 4 (esto tiene
que existir ya que el producto es muiltiplo 2@06).

(b) Luego marcamos o bien dos elementos multiplos de 17, teomeatos multiplo dé 72 (esto tiene
gue existir por la misma razén anterior).

(c) Finalmente marcamos o bien dos elementos mdltiplos de 68 elemento multiplo d89°.

Nétese que los elementos marcados satisfacen que su greguntiltiplo d00&, y no se marcaron
mas de 6 elementos. Ademas, la suma de los elementos maesaai@sor o igual a la suma de todos
los elementos del conjunto. Dado que este conjunto €®mjunto minimpnecesariamente se tienen
gue haber marcado todos sus elementos, por lo que el comjariiene mas de 6 elementos.

Ahora veremos que ninguno de los elementos deamjunto minimaes multiplo del 7:

Consideremos las parejas de nimeros:

17k;15 17k



2 17k;14 17k
3 17k;13 17k
4 17k;12 17k

7 17k;9 17k

nuevo conjunto satisface que el producto de sus elementasigplo del producto de los elementos
del conjunto original, y por lo tanto es multiplo @806 . Ademas, la suma de los elementos de este

nuevo conjunto es

X X
16 17kC  a <17°kC &

iD1 iD1
Por lo tanto el conjunto original no puede ser un conjuntoimmdn lo cual contradice lo asumido
inicialmente.

Usando el mismo argumento, pero con las parejas

59k; 15 59k
2 59k;14 59k
3 59;13 59k
4 59k;12 59k

7 59k;9 59k

se tiene que ninguin conjunto minimo tiene un elemento Ndiltip 5% .

Ahora veremos que ningan conjunto minimo tiene un elemerdtitipto de17 59

positivo). Consideremos las parejas de niimeros:

17k; 59k
2 17k;2 59k
3 17k;3 59k
7 17k;7 59k
En total son 7 parejas, y el conjurftb7 59k; a;;az;:::;aygno tiene mas de 6 elementos, por lo que
alguna de las parejas satisface que ninguno de sus dos &bsnesté eil7 59K;ar;az;:::;ang



El producto de los elementos del nuevo conjunto también dsphotde 2006, y la suma de sus
elementos es

X X X X
a.17C59/k C aj D a76kC ag 7 76kC a <17 59kC a:

iD1 iD1 iD1 iD1
Entonces el conjunto original no podria ser un conjunto midnilo cual contradice la suposicion
inicial.
Tenemos entonces que las siguientes a rmaciones songjgta cada conjunto mining
(a) Ninguin elemento ds es multiplo del 7.
(b) Ninguin elemento d& es mdiltiplo de5%.
(c) Ningun elemento d& es mdltiplo del7 59.
Entonces el conjunt8 debe ser de la forma:

tiplo de 17, ni de 59.

Setiene ademasqpe 2yq 2 (paraque el producto sea divisible erti® y 59%). Por otro lado,
como losx;'s son distintos, setienequa C x, 1C 2ydelamismamanerg; Cy, 1C 2
Finalmente se tiene:

X
S/ID17x,Cx2C Cx,/C5y;Cy,C Cyq/CzC2C Cz

17.x1 Cxo/ C59.y; Cy,/ 17 3C59 3D 228:

Basta entonces con dar un ejemplo de un conjunto tal que @ligi@ de sus elementos es multiplo
de 2006 y tal que la suma de sus elementos es 228:

f17;2 17;59;2 59

Problema 5

El pais Olimpia esta formado parislas. La isla mas poblada es Panacentro y todas las istestie
diferente nUmero de habitantes. Se desea construir puaritesslas que puedan transitarse en ambas
direcciones de manera que cada pareja no esté unida por mas meente. Es necesario que se
cumplan las siguientes condiciones:

= Siempre es posible llegar desde Panacentro hasta cualgtiarisla usando los puentes.
= Sise hace un recorrido desde Panacentro hasta cualq@igslatutilizando cada puente no mas
de una vez, el nimero de habitantes de las islas visitadaglasrez menor.

Determine el nimero de maneras de construir los puentes.

Solucién

Nétese que la red de puentes de Olimpia no puede contenes.ddra demostrar esto, supongase
que lasislaX y Y pertenecen a un ciclo (ciclo simple, sin repeticién de pp®Ent que el nimero de
habitantes d&X es mayor al nUmero de habitantesYlePara cada isld en el ciclo, diferente d&

y Y, se debe cumplir que el nUmero de habitanteZ des menor que el d& y mayor que el dey.
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Ademas, existe un recorrido que vadeaY pasando poK que no repite los puentes (tbmense las
dos componentes del ciclo al cortarZry enY y de estas tbmese la que contietigpor lo que este
recorrido va de una isla a otra con menor cantidad de hakgquatsando por una tercera isla que tiene
mas habitantes que las dos primeras, contradiciendo larrna€ion de los puentes.

Seanl1; I5; :::; I lasislas de Olimpiap1; p2; :::; Pn SUS respectivas poblaciones, de forma que
pi > pj Siysolamente si>|j . En esta forma, la primera isla en el ordep, debe ser justamente
Panacentro. Ahorad, debe estar directamente unidyaya que dd ; es posible llegar & y en ese
camino no deberian encontrarse islas de menor cantidacbitarttas. Pardz, es posible unirla con
un puente directamentela o directamente &y, pero no a las dos, ya que se formaria un ciclo. Se
tienen entonces 2 posibilidades. Phsase le puede unir directamente don |, ol 3, para obtener

3 posibilidades. Siguiendo el proceso, hasta llegar para la que existen 1 posibilidades (unir
directamente con cualquiera de las islas anteriores) ise ¢jge el total de opciones para conformar
los puentes de Olimpia esta dado por

1 2 3 n 1D.n 1S:

Problema 6
SeaABCD un cuadrilatero convexo. Séael punto de interseccion de las diagonafes y BD .

SeanE, H, F y G puntos sobre los segmentd8 , BC, CD y DA respectivamente, tales q&&
y GH se cortan e . SeaM el punto de interseccién deG y AC y seaN el punto de interseccion
deHF y AC. Demuestre que

AM IN DIA
IM CN IC

Solucion

Ver la gura. Note que podemos determinar doce pares degnias, ya sea con lados en comudn o
con angulos comunes o bien con dos angulos congruentespupada triangulo del par.




Estableciendo relaciones entre areas y lados obtenemos:

AM IN D EAEG- EIFH-
IM CN EIEGe ECHF-
EIFHe ECBD+ EABDs (EAEG-

D EIEGe ECHF e« (ECBDe (EABD-

D IF IH CDCB&AEAG
IE IG CF CH IC AB AD

D EFAC* EHAC EDACe EBAC- ﬁ EEAC* EGAC-
EEACe* EGAC* EFACsEHACIC EBAC*EDAC-
1A

TS



