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Soluciones

Problema 1

Se consideran los enteros positivos

Sd D 1 C d C d2 C � � � C d2006 ;

con d D 0; 1; 2; : : : ; 9. Halle la última cifra del número

S0 C S1 C S2 C � � � C S9:

Solución

Denotaremos porU.Sd / a la última cifra del númeroSd , se obtiene inmediatamente que
U.S0/ D U.1/ D 1 y U.S1/ D U.1 C 2006/ D 7: Para calcular los restantesU.Sd / observamos que
para todok 2 N; es

U.d 4k C d4k C 1 C d4k C 2 C d4k C 3/ D 0

excepto parad D 6. En este caso es

U.65k C 65k C 1 C 65k C 2 C 65k C 3 C 65k C 4/ D 0:



Explícitamente:

U.S2/ D U
�
1 C .2 C 22 C 23 C 24/ C � � � C .22001 C : : : C 22004 / C 22005 C 22006 �

D U.1 C 0 C � � � C 0 C 2 C 4/ D 7

U.S3/ D U
�
1 C .3 C 32 C 33 C 34/ C � � � C .32001 C : : : C 32004 / C 32005 C 32006 �

D U.1 C 0 C � � � C 0 C 3 C 9/ D 3;

U.S4/ D U
�
1 C .4 C 42 C 43 C 44/ C � � � C .42001 C : : : C 42004 / C 42005 C 42006 �

D U.1 C 0 C � � � C 0 C 4 C 6/ D 1;

U.S5/ D U
�
1 C .5 C 52 C 53 C 54/ C � � � C .52001 C : : : C 52004 / C 52005 C 52006 �

D U.1 C 0 C � � � C 0 C 5 C 5/ D 1;

U.S6/ D U
�
1 C .6 C 62 C 63 C 64 C 65/ C � � � C .62001 C : : : C 62004 C 62005 / C 62006 �

D U.1 C 0 C � � � C 0 C 0 C 6/ D 7;

U.S7/ D U
�
1 C .7 C 72 C 73 C 74/ C � � � C .72001 C : : : C 72004 / C 72005 C 72006 �

D U.1 C 0 C � � � C 0 C 7 C 9/ D 7;

U.S8/ D U
�
1 C .8 C 82 C 83 C 84/ C � � � C .82001 C : : : C 82004 / C 82005 C 82006 �

D U.1 C 0 C � � � C 0 C 8 C 4/ D 3;

U.S9/ D U
�
1 C .9 C 92 C 93 C 94/ C � � � C .92001 C : : : C 92004 / C 92005 C 92006 �

D U.1 C 0 C � � � C 0 C 9 C 1/ D 1:

Por tanto,

U.S0 C S1 C S2 C � � � C S9/ D U.1 C 7 C 7 C 3 C 1 C 1 C 7 C 7 C 3 C 1/ D 8

y hemos terminado.

2 Sean� y � 0dos circunferencias de igual radio con centrosO y O0respectivamente.� y � 0se cortan
en dos puntos yA es uno de ellos. Se escoge un puntoB cualquiera en� . SeaC el otro punto de

corte de la recta
 !
AB con� 0y D un punto en� 0 tal queOBDO 0es un paralelogramo. Demuestre que

la longitud deCD es constante, es decir, no depende de la elección deB.

Solución

Como los triángulosOAB y O0AC son isósceles, se tiene que m† OAB D � D m† OBA y
m† O0AC D � D m† O0CA.

Se construye un puntoE tal queAC sea paralelo aO0E , así m† ACO0 D m† CO0E D � por ser
alternos internos, y m† OBA D m† EO 0D D � porqueOB es paralelo aO0D y AB es paralelo a
O0E .

De allí que
m† OAO 0 D � C � D m† CO0D;

y dado que� y � 0 son circunferencias de radios iguales se concluye que el triángulo OAO 0 es
congruente con el triánguloCO0D y por lo tantoCD tiene la misma longitud queOO0, la cual es
constante independientemente de la ubicación deB.
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Problema 3

Para cada número naturaln, se de�ne f .n/ D
�
n C

p
n C 1

2

�
. Pruebe que para cadak � 1, la

ecuación
f .f .n// � f .n/ D k

tiene exactamente2k � 1 soluciones.

Nota: Si x es un número real, el símboloŒx•denota al mayor entero que es menor o igual ax. Por ejemplo:h
5
2

i
D 2; Œ� 0;4•D � 1;

hp
2
i

D 1.

Solución

Consideremos la funcióng.n/ D f .f .n// � f .n/ . De la de�nición de f se tiene que

g.n/ D
j p

f .n/ C 1
2

k
. Se trata entonces de resolver la ecuación:

g.n/ D
� p

f .n/ C
1
2

�
D k; para k � 1:

Observemos lo siguiente:

1) f es estrictamente creciente

2) g es creciente

3) g.k 2/ D k

4) g.k 2 C 1/ D k C 1:

Veamos el casok=1.

Obviamente,n D 1 es solución de la ecuacióng.n/ D 1, pues

f .f .1// � f .1/ D f .2/ � 2 D 3 � 2 D 1

Ademásg.2/ D f .f .2// � f .2/ D f .3/ � 3 D 5 � 3 D 2, por lo queg.n/ � 2 paran � 2. Así, la
única solución esn D 1 y esto prueba el resultado en el casok D 1:

Suponemos de aquí en adelante quek � 2, y tomamosn tal que:

k2 � 2k C 2 � n � k2:
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Hay exactamente2k � 1 de talesn.

Comog es creciente
k D g.k 2 � 2k C 2/ � g.n/ � g.k 2/ D k:

Por lo tanto,g.n/ D k. Hemos encontrado2k � 1 soluciones de la ecuación. Para demostrar que no
hay más soluciones, se observa que

m � k2 � 2k C 1 implica queg.m/ � g.k 2 � 2k C 1/ D k � 1

k2 C 1 � m implica quek C 1 D g.k 2 C 1/ � g.m/

Demostración de las a�rmaciones 1 - 4.

Prueba de 1.

Sean � 1, entonces:

f .n C 1/ � f .n/ D n C 1C
� p

n C 1 C
1
2

�
� n �

�
p

n C
1
2

�
D 1C

� p
n C 1 C

1
2

�
�

�
p

n C
1
2

�

Como
p

n C 1 C
1
2

>
p

n C
1
2

, se tiene que
� p

n C 1 C
1
2

�
�

�
p

n C
1
2

�
� 0:

Por lo tantof .n C 1/ � f .n/ > 0 . Así f es estrictamente creciente.

Prueba de 2.

Sean � 1, entonces:

g.n C 1/ � g.n/ D
� p

f .n C 1/ C
1
2

�
�

� p
f .n/ C

1
2

�
:

Comof es estrictamente creciente:

p
f .n C 1/ C

1
2

>
p

f .n/ C
1
2

;

por lo tanto: � p
f .n C 1/ C

1
2

�
�

� p
f .n/ C

1
2

�
:

Esto prueba queg es creciente.

Prueba de 3.

Comof .k 2/ D k.k C 1/, se tiene que

g.k 2/ D
� q

f .k 2/ C
1
2

�
D

� p
k.k C 1/ C

1
2

�
:

De las desigualdades:

k <
p

k.k C 1/ C
1
2

< k C 1;

se tieneg.k 2/ D k: Esto prueba (3).
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Prueba de 4.

Comok2 < k 2 C 1 < .k C 1/2, y g es creciente:

k D g.k 2/ � g.k 2 C 1/ � g..k C 1/2/ D k C 1:

Probemos queg.k 2 C 1/ > k . Supongamos queg.k 2 C 1/ D k, entonces
� q

f .k 2 C 1/ C
1
2

�
D k;

por lo tanto

k �
q

f .k 2 C 1/ C
1
2

< k C 1

lo que implica que: �
k �

1
2

� 2

< f .k 2 C 1/ <
�

k C
1
2

� 2

:

Según la de�nición def

�
k �

1
2

� 2

< k 2 C 1 C
� p

k2 C 1 C
1
2

�
<

�
k C

1
2

� 2

:

Estas últimas desigualdades se pueden reescribir como:

� k �
5
4

<
� p

k2 C 1 C
1
2

�
< k �

3
4

;

por lo tanto � p
k2 C 1 C

1
2

�
< k;

lo que implica que
p

k2 C 1 C
1
2

< k:

Esta desigualdad es imposible.

Por lo tanto,g.k 2 C 1/ D k C 1.
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