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Problema 1

Se consideran los enteros positivos

SgD1CcdcCcd?C C d29%;

S$H5CS5CSC C So:

Solucion

Denotaremos poJ.Sy/ a la dltima cifra del nimeroSy, se obtiene inmediatamente que
U.So/ D U.1/ D 1y U.S1/ D U.1 C 2006/ D 7: Para calcular los restantesSy/ observamos que
paratoddk 2 N; es

ud 4k C d4kC1 C d4kC2 C d4kC3/ DO

excepto para D 6. En este caso es

U.65k C 65kCl C 65kC2 C 65kC3 C 65kC4/ D O:



Explicitamente:

USy D U1lC.2C22C22C2*/C C .22001 C:::C 22004 c 22005 ¢ 22006
D U1COC CO0C2C4/D7

USs/ D U1C.3C3FC3IFBC3C C.320001C:::C 320045 C 32005 C 32006
D U1COC CO0C3C9D3;

USs D U1CACHCACHIC C 4201 C:::C 42004 C 42005 C 42006
D U1COC CO0C4C6/D1;

USs/ D U1C.5C5C5C5Y/C C .520lC:::c 5% C 52005 c 52006
D U1COC COC5C5/D1;

USs/ D U1C.6CECBHCE' CE/C C .6°01C:::C 694 C 62005/ C 6200
D U1C0OC COCOC6/DT;

US;s D U1C.7CT7?°C7PC74C C.7?%001 C:::C 72004) C 72005 ¢ 72006
D U1COC COC7C9DT;

USg/ D U 1C.8C8C8C8/C C .80 :::C 82004 82005 C g2006
D U1COC CO0C8C4/D3;

USe/ D U1C.9CPCRCo/C C .92 C:::C 92004/ C 92005 ¢ 92006
D U1COC CO0C9C1/D1:

Por tanto,

USpCS CSC CS/bulcr7cr7c3Ccicicr7Ccr7c3ClbDs8

y hemos terminado.

Sean y “dos circunferencias de igual radio con centiog O°respectivamente. y %se cortan
en dos puntos'y\ es uno de ellos. Se escoge un puBtecualquiera en . SeaC el otro punto de

corte de larect&B con °y D unpunto en °tal queOBDO °es un paralelogramo. Demuestre que
la longitud deCD es constante, es decir, no depende de la eleccié de

Solucion

Como los triangulosDAB y OYAC son isésceles, se tiene quet @AB D D mtOBA y
mt O°%AC D D mt O%CA.

Se construye un puntd tal queAC sea paralelo &%, asi m ACO°D mt CO% D  por ser
alternos internos, y nOBA D mtEO® D porqueOB es paralelo ®D y AB es paralelo a
O%E.

De alli que
mt OAO°D C D mtCco%D;

y dado que y ©son circunferencias de radios iguales se concluye queégiguio OAOC es
congruente con el trianguieOD vy por lo tantoCD tiene la misma longitud qu@0¢9 la cual es
constante independientemente de la ubicacioB de



Problema 3

Pa

Para cada nimero natum) se denef.n/ D nC C % . Pruebe que paracadka 1, la

ecuacion
f.f.nll f.n/ DKk

tiene exactament&k 1 soluciones.

Nofa: Six es un nimepp real, el simbolExdenota al mayor entero que es menor o iguel Ror ejemplo:

5 D2;E04D 1; 2 DL

Solucién
Consid?remos la fynciorg.n/ D f.f.n/ f.n/ . De la denicibn def se tiene que
g.n/ D f.n/ C% . Se trata entonces de resolver la ecuacion:

pP— 1
g.n/ D f.n/ CE D k; para k 1:

Observemos lo siguiente:

1) f es estrictamente creciente
2) g es creciente

3) g.k?/ D k

4) gk?’C1/DkC1:

Veamos el cask=1.

Obviamenten D 1 es solucién de la ecuaci@nn/ D 1, pues
f.f.u f.1/ Df.2l 2D3 2D1

Ademéasg.2/ D f.f.2/ f2/ Df.3/ 3D5 3D 2 porloqueg.n/ 2paran 2. Asi,la
Unica solucion ea D 1y esto prueba el resultado en el c&sD 1:

Suponemos de aqui en adelante Rue 2, y tomamo tal que:

k2 2kC2 n k%



Hay exactamentgk 1 de talem.

Comog es creciente
kDgk? 2kC2/ gn/ gk? Dk

Por lo tantog.n/ D k. Hemos encontrad2k 1 soluciones de la ecuacion. Para demostrar que no
hay mas soluciones, se observa que

m k2 2kC limplicaqueg.m/ gk? 2kC1/Dk 1

k?’C1 mimplicaquekC1D g.k?C1/ g.m/

Demostracion de las a rmaciones 1 - 4.

Prueba de 1.
Sean 1, entonces:

=
©

fnC1 f.n/ DnC1lC IOnClC— n EC% D1C nClC%

N
=]
O
NI

p p

ComopnC1C}> ﬁC},setienequepnClC} ﬁC} 0:
2 2 2 2
Porlotantof.n C 1/ f.n/>0 .Asif es estrictamente creciente.

Prueba de 2.
Sean 1, entonces:

p__
gnC1l g.n/ D f.n Cl/C% .n/ C%

Comof es estrictamente creciente:

por lo tanto:

Esto prueba qug es creciente.

Prueba de 3.
Comof.k 2/ D k.k C 1/, se tiene que

q _
g.k?/ D kaC% DpkaUC%

De las desigualdades:
k < pk.kCl/C%<kCl;

se tieneg.k 2/ D k: Esto prueba (3).



Prueba de 4.
Comok? <k?2C 1< .k C 1/%,yg es creciente:

kDgk? gk?C1 g.kC1/2/ DkC1:

Probemos qug.k? C 1/ > k . Supongamos qug.k? C 1/ D k, entonces

4—" 1
fk2cicy Dk

por lo tanto q

o1
k f.k2C1/C§<kC1
lo que implica que:
1 2 ) 12
k - <fk“Cl/< kC=
2 / 2
Segun la de nicion dé

2 P—— 1 1
<k?2C1C k2C1C= < kC=

>~
NI =
N
N

Estas ultimas desigualdades se pueden reescribir como:

por lo tanto

lo que implica que

Esta desigualdad es imposible.

Por lo tantog.k?C 1/ D k C 1.

2



